Notations 


Dans tout le problème on désigne par N l'ensemble des entiers naturels, par R le corps des nombres réels et 
par Minn(R) l'espace vectoriel des matrices à coefficients réels avec m lignes et n colonnes. Lorsque m = n,on 
écrira plus simplement M,(R) au lieu de M, 1 (R). 


On note €\(I, F) l'espace vectoriel des applications de classe €* sur l'intervalle I et à valeurs dans un espace 
vectoriel vectoriel normé F de dimension finie. 


b 
Pour f € %([a, b],F), on notera de f(bdt l'intégrale de f sur [a, b]. 


Notations et rappels sur les équations différentielles 


Les équations différentielles étudiées par la suite sont définies pour des fonctions d'une variable x à valeurs 
dans l'intervalle I = [0,1]. Dans ce cadre, nous adoptons les définitions suivantes. 


e Une équation différentielle linéaire scalaire du premier ordre d'inconnue y € €\([0, 1], R) est du type 
y'+uy = avec (u,v) € #([0,1],R}°. 
La fonction v est le second membre de l'équation. Si v = 0, on dit que l'équation est homogène. 
e Une équation différentielle linéaire scalaire du deuxième ordre d'inconnue y € &?([0, 1], R) est du type 
y'+uy +oy =w avec (u,v,w) € €°([0,1],R)°. 
La fonction w est le second membre de l'équation. Si w = 0, on dit que l'équation est homogène. 


e Soit n > 2 un entier. Une équation différentielle linéaire matricielle du premier ordre d'inconnue 
Y € 6110, 1], M 1(R)) est du type 


Y'+UY =V avec U € €([0,1], M,(R)) et V € &°([0, 11, M, 1(R)). 


La fonction V est le second membre de l'équation. Si V = 0, on dit que l'équation est homogène. 


Soient U € 6%([0,1], M,(R)) et V € EV([0,1], M1(R)). Pour xo € [0,1] et Yo € Mh1(R), on appelle 
problème de Cauchy la recherche d'une fonction Y € &1([0,1], M, 1(R)) vérifiant 


Y+UY = V 
{ Y(x0) = Yo qu) 


Dans ce cadre, on rappelle le théorème de Cauchy pour les équations différentielles linéaires matricielles (aussi 
appelées vectorielles) du premier ordre, qui pourra être utilisé tout au long du sujet : 


Théorème de Cauchy 


Soient U € 6°([0, 1], MA(R)) et V € (10, 1], My 1(R)), ainsi que xo € [0,1] et Yo € M 1(R). 
Il existe une unique solution Y € €([0,1], Mh1(R)) définie sur [0,1] du problème de Cauchy (1). 


ss 


Présentation du problème de Sturm-Liouville 


Par la suite, et jusqu'à la fin du problème, a, b, c et d désignent quatre réels fixés tels que (a,b) # (0,0) et 
(c,d) Æ (0,0). 


1 
e On note € l'espace préhilbertien €%([0,1],R) muni du produit scalaire (f,g) = | fg. La norme 
0 


associée est notée || ||2. 
e On note & le sous-espace vectoriel de & constitué des fonctions g de €?([0, 1], R) telles que 


ag(0) + bg’ (0) = 0 et cg(1) + dg’(1) = 0. 


Pour p € 6%([0,1],R), on définit l'application linéaire 


; E2 — € 
H,: { y > y" +py. 


Par extension, et bien que H, ne soit pas un endomorphisme (les espaces vectoriels de départ et d'arrivée sont 
distincts), on dit que le réel À est une valeur propre de H, s'il existe un élément y non nul de 6, vérifiant 
H,(y) = Ay. Dans ce cas, y est un vecteur propre de H, associé à À et {y € &, / H,(y) = Ay} est le sous-espace 
propre de H, associé à À. 


Enfin, pour f € &, on considère le problème de Sturm-Liouville, d'inconnue y € €?2([0,1], R) 


Th PT 
ay(0) + by'(0) = 0 SL, (f) 
cy(1) + dy’(1) = 0. 
Ainsi, y € 6?(0,1],R) est une solution du problème SL, (f) si et seulement y € & et si H}(y) = f. 


L'objectif de ce problème est d'étudier l'existence et/ou l'unicité de solutions du problème de Sturm-Liouville. 


- La partie I met en place des résultats classiques pour l'étude des équations différentielles linéaires. 


- La partie II traite d'un exemple et pose le problème de l'existence et de l’unicité d’une solution à un 
problème de Sturm-Liouville explicite. 


- Une étude spectrale de l'application H, est proposée à la partie III et, lorsque cet opérateur est bijectif, 
une étude spectrale de l'inverse est menée en partie V. 


- La partie IV étudie le problème de Sturm-Liouville lorsque l'application H, est injective. 


- La question initiale est traitée dans la partie VI, en lien avec le spectre de l'application H,. 


I. Exercices préliminaires 


Il s'agit de résultats classiques utiles par la suite. Bien entendu, ces résultats sont à établir, même s'ils 
apparaissent explicitement au programme du concours. 


1. Les affirmations suivantes sont-elles vraies ou fausses? On justifiera soigneusement les ré- 
ponses. 


(a) 


(b) 


(c) 


(d) 


2. (a) 


Affirmation : «la fonction x -— e*—4, définie sur R, est solution de l'équation différentielle 
y =y+4» 
C'est vrai. Cette fonction que nous notons f est bien dérivable sur R et pour tout x ER, 


f'@) = e7 = f(x) +4. 
Affirmation : «l’unique solution du système de Cauchy 


{ y =y+4 
y(0) =1 
est la fonction x -- e* — 4, définie sur R. » 

C'est faux. Cette fonction f ne vérifie pas f(0) = 1. 


Affirmation : «l'équation différentielle y” = y + 4 possède une unique solution définie sur 
R. » 


C'est faux. Les fonctions x e* -4et x > —4 sont deux solutions distinctes de cette 
équation différentielle. 


Affirmation : «l’ensemble des solutions de l'équation y” = y+4est un sous-espace vectoriel 
de &!(R,R). » 
C'est faux : la fonction nulle n’est pas solution de cette équation différentielle. 


On étudie l'équation différentielle scalaire homogène du premier ordre y’ + py = 0, avec 
p e [0,1], R). 
En considérant, pour y € €1([0,1],R), la fonction z : x yelo POdt, déterminer l’en- 


semble des solutions de cette équation différentielle. 
. 
Comme p est continue, la fonction x -— Î p(t)dt est dérivable sur [0,1] et sa dérivée est 


p. On en déduit immédiatement que z est dérivable sur [0, 1] et que pour tout x € [0,1], 
209 = y (eh 04 + yGp(Deh POS 2 (69 + pG}eh PO, 
Par suite, 


y est solution de y +py =0 = Vxe [0,1], p'(x) + p(x)y(x) = 0 
= Yxe [0,1], z'(x) =0 
= da ER, Vxe [0,1], z(x) = a 


= a ER, Yxe [0,1], y(x) = ae Jo Pat 


=5= 


Ainsi, l’ensemble des solutions de y’ + py = 0 est 


{x + ae hrOdf | e R} ; 


(b) On considère à présent une équation différentielle scalaire du premier ordre y’ +py = f, 
avec (p, f) € &°([0,1],R)°. 
En considérant, pour y € €1([0,1],R), la fonction z : x + yelo POdt, établir que les 
solutions de l'équation sont les fonctions du type 


X 
yixt— ae” do POdt + | flujek PO au 
0 


où a est une constante réelle arbitraire. 
Nous avons montré à la question précédente que z est dérivable sur [0,1] et donné sa 
dérivée. On en déduit que 

y est solution de y +py = f 

= Yx € [0,1], p'(x) + p(x)y(x) = f(x) 

= YxEe [0,1], z'(x) = fee Pbdt 


X 
= da ER, Vxe [0,1], z(x) = a + | HO POdtqy 
0 


é x Fe u 
= da ER, Vxe [0,1], y(x) = ae” Jo POdt 4 6 Jo POdt fuel POdtqy 
Jo 


4 x x u 
= a ER, Yxe [0,1], y(x) = ae” Jo Pt 4 k e do POdt F(uelo PO 
0 


3 “ x "U 
= ER, Yxe [0,1], y(x) = ae” do Pdf 4 | flue” Je POS PO, 
0 


4 x u 
= Ja ER, Vxe [0,1], y(x) = ae” Jo POE + | fuel Pda, 
Jo 


ce qui donne le résultat annoncé. 


Jusqu'à la fin de cette partie, pour p un élément de €\([0,1],R), q et f des éléments de €%([0,1],R), on 
considère les équations différentielles linéaires 
ÿ'+py +qy=f (E) ÿ'+py +qy =0 (EH) 
2)", f0 -1\ /z 0 2), [0 -1\ fa 
_ = Ft}, 
(2) ‘ È P ) (:) (y) # (:) k ( P ) (2) , 


On note .S(E), (EH), .7(S) et (SH) les ensembles des solutions de (E), (EH), (S) et (SH) respectivement. 


3. (a) Vérifier que si y est solution de (E), alors oi est solution de (S). 


Si y est solution de (E), alors 


+6 10)-6)- 6 20) - Cia) ( 
y’ q p})\Yy y” q p)\Yy y" +qy +py 12 


__6- 


donc ( | est solution de (S). 


(b) Réciproquement, montrer que si (:) est solution de (S), alors z; est solution de (E) et 


(a ère) © (9) 
Zn + 21 + pZ2 Fe 


doncz) = z2etz,+g21+p22 = f. Ainsiz, = 2° etz{ +gz1+pz1 = f etz1 estbiensolution de (E). 


29 = Z{. 
Par hypothèse, 


4. En déduire le résultat fondamental pour les équations différentielles linéaires scalaires d'ordre 
deux suivant : 


Pour xo € [0,1] et (a,B) € R?, il existe une unique solution de (E) vérifiant y(xo) = a et 
y’(xo) = B. 
Existence. Par le théorème de Cauchy, (5) possède une solution () telle que z1(0) = a et 
Z2(0) = B. Par la question 3. (b), z1 est solution de (E) et de plus, z2 = z!. Donc z:(0) = a et 
z1 (0) = B. 
Unicité. Soient y1 ety2 deux solution de (E) telle que y1(0) = y2(0) = «a et y:(0) = y,(0) = B. 


Alors (! 1) et é À sont deux solutions de (S) d’après la question 3.(a) et vérifient toutes les 
1 2 


deux z1(0) = « et z2(0) = B. D'après le théorème de Cauchy, LU = é et donc y1 = y2. 
1 2 


5. (a) Établir que l’ensemble .7 (EH) des solutions de (EH) est un sous-espace vectoriel de & de 
dimension 2. 
L'ensemble .7 (EH) est le noyau de l'application linéaire y -— y” + py’ + qy définie de 
€2([0,1],R) dans €°([0,1],R) : il s'agit donc d’un sous-espace de €2([0,1],R). 
On considère l'application 


7 — R 
-, (y0 
' Go) 


Elle est évidemment linéaire et, d’après la question 4, elle est bijective. Donc .7(EH) et R? 
ont la même dimension, c’est-à-dire 2. 


(b) Montrer que l’ensemble des solutions de (E) est un sous-espace affine de & de direction 
EF. 
D'après la question 4, .7/(E) est non vide. Soit yo € .7(E). Pour tout y € €2([0,1],R), 
yESE) = y" +py +qy=f 
> Y' +pY +qy = Yo + PYo + 4 
— (y — yo)" +p(y — yo) + 4q(y — yo) = 0 
— y — yo € (EH). 


Donc .7(E) est le sous-espace affine de & de direction .7(EH) et passant par 10. 


(c) Pour tout couple de solutions (71, 2) de (EH), on définit le wronskien w de ce couple de 
solutions par 


ny) 
16) 20) 
Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes : 

i. (y1, y2) est une base de .7 (EH). 


üi. Pour tout x € [0,1], w(x) est non nul. 


Vx e [0,1], w(x) = 


iii. Il existe x € [0,1] tel que w(x) est non nul. 
Indication : on pourra travailler sur le système (SH) équivalent à (EH). 
i. —> ü. On raisonne par contraposée. S'il existe x € [0,1] tel que w(x) = 0, alors 


dé ; ni) est liée dans .7(SH). Il existe (u,v) € R? — {(0, 0)}) tel que u ee) + 
LAC 


y10)/ ”\y2(x) 
v É . L Qi Par unicité de la solution du problème de Cauchy, la fonction u11 + vy2 
2 A 


est donc nulle sur [0,1] et (y1, y2) est une famille liée. 
ii. — ii. Évident. 
ii. — i. On raisonne par contraposée. Supposons qu’ il existe (u,v) € R? — {(0, 0)} tel que 


u (! À +0 - ) soit la fonction nulle. Alors, pour tout x € [0,1], w(x) = 0. 
Vi y2 


Un tel couple (y1, y2) de solutions de (EH) est appelé système fondamental de solutions de (EH). 


6. On considère à nouveau l'équation avec second membre (E). 
Montrer qu’il existe une fonction u € €2([0, 1], ]0, +co[) telle que la proposition suivante est 
vraie : 
la fonction y est solution de (E) si et seulement si la fonction z définie par y = uz est solution 
d’une équation du type —z/ + 7z = g. 
Les fonctions r et $ seront explicitées à partir de p, q et f. 
Analyse. Si u existe, alors si z vérifie y = uz, on obtient 


ÿ' +py Fqay=us" + Qu +puz Eu" Fpi +qu)s. 


Il convient donc de prendre pour u une solution de l'équation différentielle 2u” + pu = 0. 


t ‘4 . , 
Synthèse. On choisit u : t — e-2hP@%4X, Cette fonction est strictement positive sur [0,1], 
de classe 2 et vérifie 2u’ + pu = 0. Par suite, si y € €?([0,1],R), on définit une fonction 
ze€?([0,1],R) par y = uz et, de plus, 


f#. 


y" +py +qyu=uz" + Qu + pus +(u"+pu+aqu)e = uz" + (u” + pu + quiz, 


donc y est solution de (E) si et seulement si z est solution de —z” + rz = g, avec r = 
u” +pu’ + qu 

Re 

u u 

7. Établir que le wronskien w = 717, — y, y2 d’un système fondamental de solutions (y1, y2) d’une 
équation du type —1” + py = 0 est une fonction constante non nulle. 
C'est un calcul direct : w = 173, — y,y2 et donc w' = y1y3 — y{y2 = p(y1y2 — y1y2) = 0. Le 
wronskien est donc constant sur [0, 1] et nécessairement non nul d’après la question 5.(c). 


Ainsi, la résolution d'une équation telle que (E) est équivalente à la résolution d'une équation du type 
—y" +py = f. C'est cette équation réduite qui sera étudiée par la suite. 


Il. Étude d’un exemple d’équation de Sturm-Liouville 


Dans cette partie, exceptée la dernière question, on étudie le problème de Sturm-Liouville SL, (f) dans le cas 
particulier p =0,a=c=1etb=d4d=0: 


= 
Us = : SLo(f) 
y(1) = 0. 


8. Déterminer la solution 7: de l'équation différentielle 7” = 0 vérifiant 71(0) = 0 et y,(0) = 1. 
De même, déterminer la solution y2 de y” = 0 vérifiant y2(1) = 0 et y,(1) = —1. 


On obtient immédiatement y1 : x — xety2:Xx —>1-x. 


9. Vérifier que (71, y2) est un système fondamental de solutions de 1” = 0 vérifiant 
Vxe [0,1], 714)y20 — y16)7209 = 1 
Par un calcul direct, pour tout x € [0,1], 


QG) — (9y5@) = 1(1 — x) x(-1) = 1. 


10. On pose 


Pour f € &, on définit ®(f) sur [0,1] par 
1 
Vrelo1, ONG = | Kotx nat 


Établir que D(f) est l’unique solution de SLo(f). 

Unicité. Si z1 et z2 sont deux solutions de SLo(f), alors z = z1 — z2 vérifie z”’ = 0, donc est un 
polynôme de degré < 2. De plus, z(0) = z(1) = 0 : comme z possède au moins deux racines, 
z = 0, donc z, = 22. 

Existence. Pour tout x € [0,1], 


X 


” 1 
(PNG) = RGnOfat+ [nt dt 


JO 


= 20 | nOfDa-nt@ | rOfbat 


_9- 


Comme 11, y2 et f sont continues, par le théorème fondamental de l'analyse D(f) est dérivable 
et pour tout x € [0,1], 


= (x) 1. Of dt + y AGE) — At [ (BF dt — (4200) f() 


= 40) L POULE CI T'ut n(Df( dt 


De nouveau par le théorème fondamental de l'analyse D(f)’ est dérivable et pour tout x € 
[0,1], 


PU") = 7) L AP dt + BAC) - y/{x & [vtr (D dt — y (yo) fQ) 
CR C0) 
= — f(x), 


car y} = y; = 0 et y;y1 — yiy2 = —1. De plus, comme y1(0) = y2(1) = 0, D(f)(0) = D(f)(1) = 0. 


On cherche à présent à résoudre ce même problème SLo(f) par une approche spectrale. 
Sous les hypothèses définies dans cette partie, on a 


et 


& = {g € 6°(10,11,R) | g(0) = g(1) = 0, 


EE — 6 
Ho: { : oo. 


Ainsi, y € 6?([0, 1], R) est une solution de SLo(f) si et seulement si y appartient à & et Ho(y) = f. 


11. 


12. 


L'application H, est-elle injective ? 
Soit y € ker(Ho). Alors y” = 0, donc y est un polynôme de degré au plus 2. Commeil appartient 
à &,ils’annule en 0Deten1,doncil est nul. Le noyau de Hh est réduit à {0}, donc Hi estinjective. 


Établir qu'il existe une suite de nombres réels (A;)1ev: strictement croissante et de limite +00 
tel que l’ensemble des valeurs propres de Ho est {A, | n € N°}. 
On explicitera la valeur de À, ainsi qu’un vecteur propre associé @,, vérifiant lp, = 1 et 
p,(0) > 0 pour tout n € N°. 
Soit A e Ret y € 6 tels que Ho(y) = Ay. Alors y” + Ày = 0 et on connaît un système 
fondamental de solutions de cette équation différentielle : 

- SiA <0, y(x) = ash( V—-Ax) + Bch( V—-Ax) qui n’admet que la solution nulle dans 6. 

- SiA =0, y(x = ax + B qui n’admet que la solution nulle dans 6. 

- SiA > 0, y(x) = æsin( VA + B cos( VAx) qui admet pour solutions y(x) = a sin( VAx) dans 

62, a € R, et seulement si y(1) = 0. 

Ainsi, les valeurs propres de H sont les 4, = 7 22, ne N°. De plus, 


1 1 : 1 
1=— 2rnt t 2rnt 1 
L nie cos(27nt) Le sin(2rnt) SL 
J0 0 2 2 Ann 0 2 


On normalise en posant p,(x) = V2 sin(rnx). 


210 = 


13. Soit f un élément de &. Montrer que l'unique solution y du problème SLo(f) est 


pi ax [| ([ rtoat) au, 


où a est une constante réelle que l’on déterminera en fonctions d’intégrales dépendant de f. 
L’unicité se démontre comme dans la question 10. Par le théorème fondamental de l'analyse, 
f étant continue, y est deux fois dérivable et pour tout x € [0,1], 


v@=a- | rod y = - ft. 


1 u 
De plus, 7(0) = 0 et pour a = | (| roai) du, y(1) = 0. Donc y est solution de SLo(f). 
0 0 


14. Soit f un élément de &. Pour k € N°, on pose ag = (f,@4). 


(a) Soit n € N°. On note f, la projection orthogonale de f sur le sous-espace vectoriel 
Fh = Vect(®, ; 1 < k < n). Déterminer f, en fonction des coefficients (4x)kenr. 


La famille (p,)aw est orthonormale et par suite (@,)1<K1<n est une base orthonormale de 
n 


Fr, d'où, Vn EN, fr = d apr. 
k=1 


(b) Pour n € N’, établir que le problème SLo(f) admet une unique solution que l’on écrira à 
nouveau en fonction de (4)ren-. On notera y, cette solution. 


On sait que si la solution existe, alors elle est unique (question 10). Cherchons y, dans F, 
n 


sous la forme y, = + uxp,. Alors 1:(0) = y,(1) et 


k=1 
nl 
72 SE a 
Un = Sr k° pk. 
k=1 
nl 
; e 4 ak ; ; 
Par suite, on choisit Yn = — >, 2er qui convient. 
TK 


k=1 


(c) Vérifier que la suite (y,),ew converge uniformément vers une fonction y € &. 
Pour k € N°, obtient 


Lead, < 2e 
De plus, 
laxl < V2 | | 1f() sin(nnt)| dt < V2]\flle, 
d'où 
(nl. <28e 


: PTE 5 ak 
On obtient la convergence normale sur [0,1] de la série de terme général Pr eten 
r2k2 


conséquence sa convergence uniforme. 


=11 — 


(d) Établir que y est la solution de SLo(f). 
X u 
Par la question 13, pour tout x € [0,1], yn(x) = aux — | (| fo) du avec ay = 
0 0 


Al ul ul 
k gn(u)du où gh(u) = | fn(v)dv. On pose g{u) = 1 f(v)dv et, pour u € [0,1], 
Jo 0 Jo 


\gn(u) a < ( Î Lfn(o) joe) < [fn — flle = | 5 né) 


k=n+1 


par inégalité de Cauchy-Schwarz, majoration puis égalité de Parseval. Par convergence 
uniforme, pour x € [0,1], 


im : ([ fo) du = Î ([ 10) du. 


1 
Et en particulier pour x = 1, (ay)nen converge vers a = [ (| fo) du. Un passage à 
JO 0 


y=ax— Î ([ ford) du 


qui est bien solution de SL(f) par la question 13. 


la limite donne 


2 


15. Dans cette question seulement, on pose po: X+— —-n,a=c=1etb = d=0eton s'intéresse 


au problème de Sturm-Liouville SL,,(f) suivant : 


-ÿ"-7y= f 
y(0) = 0 
y(1) = 


On considère l'application linéaire 


H 


E2 —> E 
po * 


y y" _ ee 
(a) L'application H,, est-elle injective? 
Non, car x + sin(rx) est dans le noyau de H,,. 


(b) Déterminer explicitement les solutions y1 et y2 de l'équation homogène y” + x?y = 0 
vérifiant respectivement 


{ y1(0) =1 


y2(0) = 
y1(0) = { 


y2(0) = 


Vérifier qu'il s'agit d’un système fondamental de l'équation homogène. 
On trouve immédiatement 71 : x H— cos(rx) et y2 : x — sin(rx). Le wronskien de 71 et 
y2 est 

w(x) = nr cos(nx)? + rsin(nx) = 7. 


Par la question 5.(c), (y1, y2) est un système fondamental de solutions. 


- 12 - 


(c) Pour f € €, on veut résoudre l'équation différentielle y” + r?y = —f par la méthode dite 
de variation des constantes. 
Pour cela on s'appuie sur le système fondamental (41, y2) obtenu à la question précédente. 
On cherche alors les solutions de y” + n?y = —f sous la forme 


Y = U1ÿ1 + Uÿo, avec (u1,u2) € g?([0, 1], R)? vérifiant uy1 + usyo = 0. 


Déterminer une solution particulière de l'équation y” + n?y = —f à l’aide d’une ou 
plusieurs intégrales dépendant de f, puis exprimer la solution générale de cette même 
équation. 

On obtient 


Y' = UiY1 + UoY2 + U1Y1 + U2Yo 
= U15 + Up, 
J'y +1 y} + uv + ua, 
Fi 
ÿ' + y = u(y} + Ty) + (y + Ty) + UV, + U5yS 
= 1 y + up 


On résout donc le système 
yius + you; = 0, 
UPT1A lu, _. 
Yi + ous = —f. 


Les formules de Cramer donnent 


et finalement il existe a,B € R tels que pour tout x € [0,1], 


| L f(#) sin) dt — 
J0 


COS(TTx) sin(TX) 


TT 


y(x) = a cos(nx) + B sin(nrx) + 


L f() cos(rt) dt 
0 


= a cos(rx) + B sin(rx) + = Î f() sin(r(t — x))mathrmdt. 
0 


(d) Lorsque f : x > cos(rx), établir que le problème de Sturm-Liouville SL,,(f) admet 
plusieurs solutions que l’on précisera. 
On résout d’abord l'équation différentielle en utilisant la question 15. (c). 


x 


Î cos(rt) sin(r(f — x))dt = - Î sin(r(2t — x)) dt + | d sin(r(-x)) dt 


1 » xSi La 
= 7 [cos(r2t — x)}ÿ - SUD 
__ xsin(nx) 
= — + 
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(e) 


Les solutions de l’équations différentielles sont donc de la forme 


x sin(rx) 


x + a cos(rx) + Bsin(rx) — x 


y(0) = 0 a=0 
és 
y(1) = 0 == 0: 
Les solutions de SL,,(f) sont donc les fonctions de la forme x + Bsin(nx) 
avec B ER. 


Pour une telle solution y, 


> 2 


5x SiN(rx) 


Lorsque f : x — sin(nx), établir que le problème de Sturm-Liouville SL,,(f) n’admet 
aucune solution. 
On résout d’abord l'équation différentielle en utilisant la question 15. (c). 


+ 


Î sin 2))f sin(rhdt = > h cost di ; l Ed 


1 x  XCOS(TX) 
 — [sin(r(2t — x))]S — en 
_ Sin(rx) : X COS(Tx) 
| 27 2 


Les solutions de l’équations différentielles sont donc de la forme 


yQ) = a cos(nx) + Bsin(rx) — D 


Pour une telle solution y, 


yO)=0 Ja 
y(1) = 0 nr 


Le problème de Cauchy SL;,(f) n’a donc aucune solution. 


II. Une étude spectrale de l'application H, 


On considère à présent le cas général où p est une fonction appartenant à €%([0, 1], R) et a, b, c, d sont quatre 
nombres réels tels que (a, b) # (0,0) et (c,d) + (0,0). 


16. Un calcul préliminaire. Soit y € €([0,1],R) et a > O. 


(a) 


Établir l'inégalité 


1 1 il 
2 Î ly(#)y (dt < a | yat + Î y (t}dt. 


Indication : On pourra remarquer que pour à > 0, pour tout x e [0,1],on a 


2 
COETOIE 
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On tire de l'indication que pour tout d > 0, pour tout x € [0,1], 


| ll; , 
SIG + SI GE > 2177 GI. 
On choisit alors ô = Va et on intégre cette inégalité sur [0,1]. 


1 
(b) Vérifier l'égalité y?(0) + y°(1) = — | z'(x)dx, où z : x + y(x) cos(nx) et en déduire que 


0 
pour tous réels u et v il existe une constante Cu, v) telle que 


1 1 
uy?(0) + vy?(1) < C(u,v) | y(t)?dt + | y (#}dt. 


Par le théorème fondamental de l'analyse, 


L 
- ( 2/(x) dx = 2(0) — 21) = y2(0) + y2(). 


Il vient 


y? 0) + y* D=n [00 )sin(rx)dx — Len x) cos(rx)dx 


en [x ly2(x ur ly(x)y"(x) cos(rx)| dx 


cf ly2(x or +2 f ly(x)y"(x)l dx 
<ç+a) [| san f' ly(x)y (x)? dx 


en utilisant la question 16. (a). Si (u,v) + (0,0), on obtient 
u2(0) + oy2(1) < (lu + lol)(y2(0) + y2(D) < Cu, 0 fu Go) dx + [ Wy2(1 dx 
en choisissant a = (|u| + |v|) et C{u,v) = (ul + [vl)(r + (ul + [vl)). Enfin, C(0, 0) = 0 convient. 


17. Soient À ER et y dans & vérifiant —y”” + py = Ay. 
(a) Établir l'égalité 


1 1 
y'Dy(1) — y'(0)y(0) = L y'(P? dt + Fi ( - My dt. 


[2222 


Comme y” = py—Ay, y””"y = (p-A)y?. En intégrant par parties, y et y’ étant de classe C!, 


de (PE) — Hy(? dt = [ve y" 
= if y? dt 
0 
1 
= y/(1)y(L) - y (0)y(0) - [. (D? di 
0 


ce qui implique immédiatement l'égalité demandée. 
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(b) En déduire l'existence d’une constante A5 dépendant de 4, b, c, d, et de la fonction p, telle 
que, pour À < A0, en posant g : x H— p(x) — À, le problème SL,(0) n’a que l'application 
y = 0 comme solution. Indication : on pourra traiter à part le cas bd = 0. 
Supposons dans un premier temps bd + 0. Il vient 


n 1 L 
y (D) + Ebo<c/ 2+ | We 
b 0 0 


Li; 1 c 
Lv+ lon = -7 000 <|° 
0 0 


# 


1 
avec C = C(|©},|7}). Ainsi, | (C- p(t) + A)y2(h dt > 0. On pose A9 = -C- [Iplls. Si 
2l4l Le ÿ p p 


À < A0, pour tout x € [0,1], C — p(x) + À < 0 et la seule solution possible dans & est y = 0. 
Si bd = 0, la méthode s'adapte immédiatement avec (0) = 0 ou y(1) = 0. 


On rappelle que H, est l'application linéaire définie par 


18. 


19. 


ee 
H:{ y -Y"+py. 


Montrer que H, vérifie la relation de symétrie 
V(y,2) € é7, (Hh(y),2) = (y, H,(2)). 


On obtient en intégrant par parties, y’ et z étant de classe C!, 
1 1 
HQ,2=- [ y'obar+ [rot at 


1 1 
= y (1)z(1) + y/(0)2(0) + Î y'(P)Z/H(E) dt + Î pOYDz dt. 


De même, 
dl 1 
He =- [ y'obar+ [ponte at 


L ;) 
= 0/0 +002 0+ [ob at+ f povbzto dt 
0 0 
et finalement 


(H,(y),2) — (y,H)(2)) = (y°(0)z(0) — y(0)z"(0)) — (y'(Dz(D — (1)z' (D). 


Par hypothèse, (7(0), y’(0)) et (z(0),z/(0)) sont tous les deux colinéaires à (—b,4) (car orthogo- 
naux à (a, b)), donc sont colinéaires : y/(0)z(0)— 7(0)z’(0) = 0. De même, y/(1)z(1)—y(1)z’(1) = 0. 
Finalement, (H,(y),z) = (y, H,(2)). 


Établir que deux sous-espaces propres associés à deux valeurs propres distinctes de H, sont 
orthogonaux. 


Si À 4 u sont deux valeurs propres distinctes associées aux vecteurs propres respectifs y et z, 
alors (H,(y),2) = A(y,z) = (y,H,(z)) = u{y,2) et comme À # u, (y,z) = 0. 
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20. Démontrer que tout sous-espace propre de H, est de dimension 1. 

Par construction, si À est une valeur propre de H,, la dimension du sous-espace propre associé 
est au moins 1. Si la dimension était supérieure ou égale à 2, alors on aurait deux solutions 
y1 et y2 de l'équation différentielle —1” + (p — A)y = 0 linéairement indépendantes dans 6. 
L'ensemble des solutions S; de cette équation différentielle linéaire d'ordre 2 étant un espace 
vectoriel de dimension 2, (y1, y2) est une base de S1 et cet espace est donc inclus dans &. On 
obtient que toute solution de —1” + (p — A)y = 0 vérifie ay(0) + by/(0) = 0. Or, par le théorème 
de Cauchy, il existe une solution vérifiant y(0) = a et y/(0) = b, ce qui donne a? + b? = 0 : ceci 
contredit (4, b) # (0,0). Donc les espaces propres de H, sont de dimension 1. 


IV. Fonction de Green 


Dans toute cette partie, on considère une fonction q € €°([0, 1], R) telle que le problème SL;(0) n'a que la 
fonction y = 0 comme solution. 


On rappelle que a, b c et d sont des réels tels que (a,b) # (0,0) et (c,d) Æ (0,0). 
21. Vérifier que l'application H, : 6 — € est injective. 


Par hypothèse, le noyau de H, est nul. 


22. (a) Établir l’existence de deux éléments non nuls y; et 2 de €2([0, 1], R) tels que 


{ —y1 +qui = 0 4 { 2 +qy2 = 0 
ay1(0) + by(0) = 0 cy2(1) + dy, (1) = 0. 


Indication : On pourra chercher à résoudre deux problèmes de Cauchy bien choisis. 
On résout les deux problèmes de Cauchy 


y" ns qy _— 0, —y" je qy _ 0, 
y(0) = b, y(0) = d, 
yd”(0) = —a, y'(0) = —c, 


dont les solutions sont notées y1 et y2. Alors y1 et y2 conviennent et sont non nulles, 
puisque (a, b) # (0,0) et (c,d) # (0,0). 


(b) Montrer qu’un tel couple (y1, 2) est un système fondamental de solution de —7” + qy = 0 
et qu'il est possible de choisir ce couple de sorte que 


Vx e [0,1], w(x) = y1(x)y5009) — y1(x)y2(x) = —1. 


Supposons 71 et y2 colinéaires. Comme 12 et y1 sont non nuls, il existe «à € R tel que 
y2 = æy1. Par suite, y2 € 62 et y2 = 0 par hypothèse sur H,;, ce qui est aboutit à une 
contradiction. 

Le wronskien est constant etnon nul (question 7), il suffit de multiplier y par une constante 
non nulle adaptée pour obtenir un nouveau couple (11, y2) de wronskien —1. 
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Jusqu'à la fin de cette partie, le couple (y1, y2) fait référence à un système fondamental de solutions de l'équation 
—y" + qy = 0 tel que définis à la question 22.(b). 


23. Soit f un élément de &. 


(a) Vérifier que les solutions de l’équation différentielle —1” + gy = f sont exactement les 
fonctions de la forme 


1 x 
yixt É + | 020) y1(x) + (s Lu Î fon a) y2(x), 


où (a, B) sont deux constantes réelles arbitraires. Déterminer une forme analogue pour la 
dérivée y’ de la solution précédente y. 

L'ensemble des solutions de cette équation différentielle est un espace affine de dimension 
2, dont l’espace vectoriel sous-jacent a pour base (71, 2). Pour le déterminer, il suffit de 
trouver une solution particulière. On considère 


1 A 
=. D | FOY2(E dé + vx) | FERA dé 


Par le théorème fondamental de l’analyse, z est deux fois dérivable et pour tout x € [0,1], 
1 be 
VO | FOR CoyAG FC + 3400 [FO dt + sata (OF 


il x 
= (9 1. Fat dt + y3G) | FE dt 


1 
y" (x) = yT (x) Î FE) y2 (8) dt — y (x)y2 (x) FO) + y2 (x @ PA FE) dt + y5(x)y1(x) f(x) 
10 [ ox )y2(#) dt + y7 (x 3 [ot )y1(#) dt — f(x) 


» Eco f ORDa+ 0 | ON a) Te) 
= —q(x)y(x) — f(x). 


Donc y est solution de —-y” + qy = f. Le résultat demandé en découle. 


(b) En déduire que SL,(f) admet une unique solution y qui s'écrit sous la forme 


1 
yix — | K(x, t)f(t)dt 
où l’on a posé 
__ fy(yr(x) si O<f<x<1, 
de on HORS]. 


On dit que K, est la fonction de Green associée au problème SL,(f). 
Utilisons la forme des solutions de —1” + gy = f de la question précédente. On obtient 
immédiatement 


ft +by(0)=0 {Ha + bys(O)) = 
cy(D) + dy(1) = 0  Va(ey(1) + dyn(D)) = 
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Or, ay2(0) + by; (0) = 0 entraînerait y2 € 63 avec H;(y2) = 0 puis y2 = 0 par hypothèse sur 
H,, ce qui contredit la non nullité de 72. On en déduit que B = 0. Pour la même raison, 
a = 0. Il n'existe donc qu’une seule solution et elle vérifie « = B = 0. L'unique solution du 
problème SL,(f) est donc donnée par 


1 p'4 
y(x) _ n@ | FO + 20 fyi(t)dt 
À. 0 
1 x 
- | FE) y1(x)dt + | ff) y2()dt 
| £ 


= | Ki(x, #)f() dt + | K,(x, D) f() dt 


X 


1 
= [RGO ar 


(c) Établir que K, : [O, 1] — Rest une application continue sur [0, 1. 


Il est immédiat que K, est continue sur les deux triangles 
Ti = {(x, D e[0,1P10<+t<x<1} Del peltifl0<kx<i<i} 
par continuité de y et y2. De plus, K, se prolonge par continuité sur 
To = {(x, D e [0,1 |0<x<t<1] 


en posant K;(x, x) = y1(x)y2(x) pour tout x € [0, 1]. Comme ce prolongement par continuité 
coïncide avec K, sur la diagonale {(x, x) | x° € [0,1]}, K, est continue sur T5 UT: = [0, LÉ 


V. Analyse spectrale de l’application D, = H;" 


Dans toute cette partie, on considère une fonction q € €°([0,1],R) telle que le problème SL,(0) n'a que la 
fonction y = 0 comme solution. 
1 
Pour rappel, l'espace vectoriel & est muni du produit scalaire (f,g) = | f@)g(bdt et on note || ||: la norme 
22 0 
associée. 


D'après la partie précédente, pour f € €’, le problème SL,(f) admet une unique solution, à savoir ®,(f) définie 
de la façon suivante : 


E —> 2 
1 
f = (re Î OA). 


D, : 


Dans la mesure où & est un sous-espace vectoriel de &, on pourra considérer que ®, est un endomorphisme 
de & et introduire ses valeurs propres et ses espaces propres, par exemple, comme cela a été fait pour H, 
précédemment. 
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24. Vérifier que H, et D, sont deux isomorphismes réciproques l’un de l’autre. 


Les deux applications H, et D, sont clairement linéaires. Il suffit de vérifier que H, o D, = Ide 
et D; O Hg = Idg, 

Pour f € &, D(f) est la solution de SL,(f) et par suite D(f) € & avec H, o D(f) = f, d'où 
H, o D; = Ide. 

Pour g € &, posons f = H,(g) € €. Le problème SL,(f) admet une unique solution qui est 
précisément g car g € &. Il vient donc D,(H;(g)) = g, c'est à dire D, o H, = Ids,. 


25. Établir que pour tout (f,g) € 62,ona 
(Da(), 8) = (F, Date) 


On a montré dans la question 18 que pour tout (y,z) € , (H4(y),z) = (y, H,(G)). Soient 
(f, 2) € €2. D'après la question 24, en posant y = ®D,(f) et z = D,(g), alors f = H;(y), g = H,() 
et 


(J, Pa(g)) = Hay), 2) = (y, H4(z)) = (DA(f), 8). 


26. Montrer que ®, est une application continue de (&, || |) vers (62,11 Il). 


Soit f € 6. On pose M = max{|K(x, t)|, (x,t) € [0, 112}. Comme K est continue sur le compact 
TE (question 23. (c)), M existe. De plus, d’après la question 23. (b), pour tout x € [0,1], 


1 
IB(F) x) = | Î Kq(x, t) f(E) dt 


< | Kutx, DFI dt 


T 
<M | FOI dt 


< M\|fll2 X |1Il2 
< M||fIl2, 


en utilisant l'inégalité de Cauchy-Schwarz. En élevant au carré et en intégrant cette inégalité 
sur [0,1], on obtient 


PI < Mfl2. 


Donc ®, est continue. 


27. (a) Vérifier que pour toute valeur propre À de ®,, le sous-espace propre de ®, associé à 1 est 
de dimension 1. 
Soit À € R une valeur propre de ®,. Comme ®, est iniective, À est non nulle. Pour tout 
yEeé, 
il 
P(y) = Ay = y = AH,(y) = H(y) = FLA 
Ainsi, l’espace propre de D, associé à À est égal à l’espace propre associé à la valeur propre 


1 
F1 de H,. D'après la question 20, il est de dimension 1. 
/ 
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(b) Justifier que les sous-espaces propres de ®, correspondant à deux valeurs propres dis- 
tinctes sont orthogonaux. 


Soient À, et A2 deux valeurs propres distinctes de ®, et y1, y2 deux vecteurs propres 
associés. 


(D(y1), ya) = A1y1, Ya) = (y1, Pa(y2)) = A2 Y1, V2). 
Comme A1 # A, (y1, y2) = 0. 


VI. Solutions de l'équation de Sturm-Liouville SL, (f) 


On revient au problème de Sturm-Liouville dans le cas général, c'est-à-dire trouver les solutions du système 
d'équations d'inconnue y € €?([0,1],R) suivant : 


mu nl 
ay(0) + by’(0) = 0 SL;(f) 
cy(1) + dy’(1) = 0. 


où p et f sont des éléments de &. 


28. Vérifier que le noyau et l’image de H, sont deux sous-espaces vectoriels orthogonaux de &. 
Soient x € Ker(H,) et y € Im(H,). Soit z € € tel que y = H,(2). Alors 


x, y) = (x, H,(2)) = (H(x),2) = 0. 


29. Établir l'existence d’un réel 19 tel que toute valeur propre À de H, vérifie À > A0. 


D’après la question 17. (b), il existe Ao € R tel que pour À < A0, H,(y) = Ay n'a que la fonc- 
tion nulle comme solution (dans &, donc). Aïnsi, toutes les valeurs propres de H, sont dans 
[Ao, +ool. 


On fixe à présent une valeur À < A9. Par suite, la fonction q = p — À est telle que les valeurs propres de H, 
sont incluses dans R°. 


1 
30. Vérifier que y est une valeur propre de ®, si et seulement si — + À est une valeur propre de 
H,. 
Soit f € &. On constate que 


UN) = uf = Hi(f = . TE C + à) f, 


d'où le résultat demandé. 


31. Dans cette question uniquement, on suppose que H, est injective. Montrer que, pour tout 
fe &,SL,;(f) admet une unique solution. 
C'est la question 23.(b). 
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32. Dans cette question, on suppose que H, n’est pas injective et on note @ € 62 un vecteur propre 
associé à la valeur propre 0. 


(a) 


(b) 


Soit f € 6. Montrer que si (f,p) # 0, alors SL, (f) n’a pas de solution. 
Soit y une solution de SL,(f). Alors f € Im(H,). D'après la question 28, y est orthogonale 
à p : c’est une contradiction. Donc SL;(f) ne possède aucune solution. 


Soit f € &. Montrer que si (f,p) = 0, alors SL, (f) admet une infinité de solutions dont on 
précisera la structure. 

La fonction p est une solution non triviale de H,(y) = 0, que l’on complète en un système 
fondamental de solutions (p,1) de H,(y) = 0 avec go” — op’ = 1. D'après la question 20, 
Ker(H,) est de dimension 1, donc engendré par @. Par suite, W # 63. Ainsi aW(0)+bw"(0) # 0 
ou cŸ(1) + dY”(1) 4 0. Supposons, par exemple, ab(0) + b1”(0) 0. 

On cherche les solutions de —-1” +py = f dans & par méthode de variation des constantes, 
sous la forme y = up + vw avec u’@ +0’ = 0. La condition en 0 sur y donne v(0) = 0. Cette 
résolution donne 


y) = -pÜr) (a +f 10707) +0 [ op 


avec un réel À à déterminer, et qui paramètre la direction de la droite affine solution. Il 
reste à vérifier que la solution particulière 


69 = 960 f FHpOa+ ut | pb 
vérifie les contraintes aux limites. On obtient 
6) = -p"@ | fopOar + ve | ropbat 
0 0 
on a bien 410(0) + b16(0) = 0. La condition (f,p) = 0 s'écrit 
1 
l fOpOdt = 0 
et donc 
1 
QD) = -p() | FOUOaL 
0 


1 
(1) = -p'(1) Î FH (dt. 


Finalement, . 
eye) + di) = ep) + dp (0) | FO = 0. 


Ainsi, l’ensemble des solutions de SL, (f) est un espace affine de dimension 1, contenant 
yo et dirigé par @. Le cas cy(1) + d”(1) 4 0 se traite de manière analogue. 


FIN DU SUJET 
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